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Université de Montpellier II 2010/2011Algo/
omplexité/
al
ulabilité Durée: 6hTPTD � Séan
e n�
1 Des
riptif des tâ
hesVos résultats seront présentés en pro
édant à la réda
tion d'un mémoire dont la qualité in�uen-
era la note �nale. Ce manus
rit sera rendu le jour de la soutenan
e. La soutenan
e 
onsiste à laprésentation des résultats pratiques (
hoix du langage, 
hoix des stru
tures de données, résultatsobtenus, tests sur un grand jeu de données, analyse de 
eux-
i . . .). Vous aurez 15 minutes aumaximum questions 
omprises. Vous avez la possibilité d'utiliser des transparents.2 Partie théorique2.1 Partie algorithmiqueExer
i
e 1 � Modélisation et résolution d'un problème d'ordonnan
ement par unproblème de �ot maximum : ordonnan
ement ave
 
oûts dépendants des dates dedébutL'ensemble des n jobs {J1, . . . , Jn} de durées p1, . . . , pn, reliés par des 
ontraintes de pré
éden
edonnées par un graphe G = ({J1, . . . , Jn}, E) doivent être ordonnan
és dans la fenêtre de tempss
[0, T ]. Toutes les données du problèmes sont entières et nous ne 
onsidérons i
i que les ordonnan
e-ments dans lesquels les jobs ne 
ommen
ent qu'à des dates entières. Pour 
haque instant t et 
haquejob Ji, nous disposons du 
oût ωit asso
ié au démarrage de Ji à t.Dasn le 
as général nous allons montrer que notre problème se réduit à la re
her
he d'une 
oupeminimale dasn un graphe G∗ 
onstruit 
omme suit :� Sommets. A 
haque job Ji, et à 
haque date de début possible (plus une unité) t ∈ [0, T−pi+1],est asso
ié un sommet vit. Soient de plus deux autrs sommets s et p qui nous servirons desour
e et de puits.� Ar
s d'a�e
tation. A 
haque job Ji est asso
iée une 
haîne d'ar
s d'a�e
tation

(vi0, vi1, vi2, . . . , viT−pi
, viT−pi+1).� Ar
s asso
iés aux pré
éden
es. A 
haque 
ontrainte de pré
éden
e (Ji, Jj) ∈ E, on asso
ie unensemble d'ar
s de pré
éden
e dans G∗, (vit, vjt′) pour t + pi = t′.� Ar
s auxiliaires. La sour
e s est 
onne
tée aux sommets vi0 et les sommets viT−pi+1 sont
onna
tés au puits.� 
apa
ités. La 
apa
ité d'un ar
 d'a�e
tation (vit, vit+1),∀t ≤ T − pi 
orrespond au 
oût dedémarrage ωit du job i à t. La 
apa
ité de tous les autres ar
s est in�nie.1

1. Construire le graphe G∗ pour n = 3, T = 5, p1, 1, p2 = 2, P3 = 1, E = {(1, 2); (1, 3); (3, 2)} etles 
oûts suivants
i, t 0 1 2 3 4

1 0 2 5 0 1
2 1 1 2 4 −
3 1 10 2 3 32. Montrer qu'il existe une 
oupe dans G∗ de 
apa
ité minimale de laquelle sort un et un seular
 d'a�e
tation par job.3. Montrer que l'on peut asso
ier un ordonnan
ement réalisable (qui respe
tent toutes les 
ontraintes)à toute 
uope de 
apa
ité �nie minimale dasn le graphe. Quel est le 
oût de 
et ordonnan
e-ment ?4. Montrer qu'à tout ordonnan
ement réalisable 
orrespond une 
oupe dont la 
apa
ité est égaleau 
oût de l'ordonnan
ement.Exer
i
e 2 � Coupes et 
hemins ar
s-disjointsConsidérons le réseau donné par la �gure 1. Tous les ar
s admettent une 
apa
ité unitaire.PSfrag repla
ements

1

2
3

4 5

6

Sour
e
PuitsFig. 1 � Réseau1. Cal
uler le nombre maximum des 
hemins d'ar
s-disjoints à partir de la sour
e jusqu'au puitsdans le réseau donné par la �gure 1.2. Enumérer tous les s− t 
oupes dans le réseau donné par la �gure 1. Pour 
haque s− t 
oupes

[S, S̄], lister les sommets, les ar
s avants et les ar
s arrières.3. Véri�er que le nombre maximum de 
hemins d'ar
s-disjoints à partir du sommet sour
e jus-qu'au puits est égal au nombre minimum d'ar
s avant dans une s− t 
oupe.2.2 Partie 
omplexitéExer
i
e 3 � Sur quelques rédu
tions1. On vous demande de rappeler la rédu
tion de SAT à 3-SAT.(a) ennon
er SAT et 3− SAT(b) dé�nir la rédu
tion.(
) justi�er alors que 3− SAT est NP-
omplet (sa
hant que SAT est NP-
omplet).2



(d) Appli
ation : si un ensemble de 
lauses 
ontient nv variables, n1 
lauses à un littéral, n2
lauses à 2 littéraux, n3 
lauses à 3 littéraux, n4 
lauses à 4 littéraux et n5 
lauses à 5littéraux (et pas d'autre 
lause) 
ombien le système obtenu par votre rédu
tion 
ontient-ilde variables et de 
lauses ? vous devrez bien sûr justi�er votre réponse.2. Pourquoi le prin
ipe de la rédu
tion ne permet-il pas de réduire 3 − SAT à 2 − SAT et deprouver ainsi que 2− SAT est NP-
omplet ? (il ne s'agit pas d'expliquer pourquoi 2 − SATn'est pas NP-
omplet, mais pourquoi 
ette rédu
tion ne mar
he pas).3. Il s'agit de prouver que 2−SAT est un problème polynomial. Vous avez un arti
le en françaisexpliquant 
ette preuve àhttp ://philippe.gambette.free.fr/SCOL/Graphes/(a) Vous 
ommen
erez par fabriquer trois ensembles de 2-
lauses, le premier valide, le deuxièmeinsatis�able et le troisième 
ontingent, et pour 
ha
un de 
es ensembles de 
lauses vous
onstruirez le graphe 
orrespondant. Vous expliquerez 
omment apparaît sur 
ha
un destrois graphes la validité de l'ensemble de 
lauses 
orrespondant.(b) Vous expli
iterez ensuite l'algorithme de transformation et vous évaluerez sa 
omplexité.(
) Vous expli
iterez ensuite l'algorithme d'exploration du graphe et vous évaluerez sa 
om-plexité en fon
tion de la taille de l'ensemble de 
lauses initial.(d) en�n vous justi�erez l'équivalen
e de la réponse au problème 2 − SAT et au problèmequi est posé dans le graphe.2.3 Partie Cal
ulabilitéExer
i
e 4 � Sur le problème de 
odage1. Comment enumérer les 
ouples d'entiers ?2. Donner les fon
tions de 
odage et de dé
odage f1(z) → x et f2(z) → y.3. Montrer que l'on peut 
oder les triplets. Généraliser aux k-uplets. Puis aux listes de longueursquel
onques.4. Peut-on énumérer les fon
tions C syntaxiquement 
orre
tes ? Et les fon
tions C qui ne bou
lentjamais ? Justi�er vos réponses le plus 
lairement et le plus synthétiquement possible.3 Partie pratique sur les algorithmes de �otsExer
i
e 5 � La méthode de Edmonds-Karp et 
elle de Dini
1. Programmer une pro
édure qui 
onstruit à partir d'un graphe orienté valué (les valuationsreprésentent les 
apa
ités)et deux sommets s et p du graphe , le graphe d'é
art asso
ié (
or-respondant à un �ot nul sur 
haque ar
).2. Programmer un pro
édure qui à partir d'un graphe orienté et deux sommets s et p donne unplus 
ourt 
hemin en nombre d'ar
s de s à p ou qui signale si il n'y en a pas.3. Étant donnés un graphe G orienté et valué et un 
hemin de G, é
rire une fon
tion qui 
al
ulel'ar
 de plus petite valuation sur le 
hemin.3

4. Étant donnés un graphe d'é
art, un 
hemin et un entier k, donner une pro
édure qui met à jourle graphe d'é
art si on augmente le �ot de k le long de la 
haîne augmentante 
orrespondantau 
hemin.5. É
rire une pro
édure qui à partir du graphe initial et du graphe d'é
art �nal (plus de 
heminsentre s et p donne la valeur du �ot maximum ainsi que la valeur du �ot sur 
haque ar
 lorsquele �ot maximum est atteint).6. En utilisant les pro
édures et les fon
tions pré
édentes, programmer l'algorithme de Edmonds-Karp.7. É
rire une pro
édure qui prend en 
ompte l'ensemble des plus 
ourts 
hemins en nombresd'ar
s.8. É
rire une pro
édure qui 
al
ule la plus petite valeur du �ot dans le graphe de 
ou
he.9. É
rire une pro
édure qui met à jour le �ot dans le graphe G.10. En déduire l'algorithme de Dini
.11. Comparer les résultats (temps d'exé
ution, taux d'o

upation mémoire) entre les deux mé-thodes. Vous apporterez un soin tout parti
ulier à la génération des vos résultats et à leurprésentation.4 Barême� 7pts partie théorique� 8pts mémoire sur la partie 3,� 5pts présentation.
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